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1 Présentation du jeu.

1.1 Lesréeglesdujeu.

Le < tournoi > est un jeu comportant une suite de manches (appetéhslss>) opposant

deux joueurs, jamais plus. Les joueurs vont entrer en jeu successivement, tant qu’aucun d’entre
eux n'aura été déclaré vainqueur, et forment ainsi une siyitéy (. ..) aussi longue qu'il faudra,

ce qui nous conduit a considérer une suite infinie de joueurs Q&Ee -

Le premier duel oppos® et Ji, le vainqueur reste en jeu et se voit oppakequi entre pour le
deuxieme duel. Plus généralement{&me duel § > 2) oppose le joueul,, qui entre alors en

jeu, au vainqueur du duel précédent, le perdant quittant le jeu.

On convient enfin que le premier joueur qui rempadfteuels, nécessairement consécutifs, est
déclaré vainqueur et que le jeu prend fivi.est un entier fixé a 'avance, au moins égal a 2, et
valable pour tout le déroulement du tournoi.

Le but de ce probléme est de rendre compte de ce type de jeu en en proposant diverses modéli-
sations probabilistes. On s’intéressera ainsi plus particulierement a la durée du jeu, c’est-a-dire
au nombre de duels ayant eu lieu avant la proclamation du vainqueur.

1.2 Lesregles communes aux différentes modélisations aléatoires.

La succession des duels en parfaitement décrite si on connait, pour chacun, les numéros des
participants et le numéro du gagnant, cela tant que le jeu continue, c’est-a-dire tant qu’aucun
des joueurs n’'a été déclaré vainqueur. On supposera que chaque duel est un jeu de hasard, on
considérera ainsi Ie-ieme duel comme un épreuve aléatdlie dont on observera les résultats
possibles.

On présupposera, sans chercher a I'expliciter, I'existence d’un espace de proljghifitd)
permettant de modéliser le jeu et on s’attachera a décrire I'univers des possibles, c’est a dire les
issues des différentes épreuves, ainsi que la maniére dont on affecte des probabilités aux résultats
observés. Les modeéles proposés devront respecter les régles suivantes :

1. Le premier duel : la probabilité que le résultatBesoit 1 (J; est le gagnant du premier
duel) estp, ou p est un élément d, 1| fixé dans tout le probleme, le résultat étant O avec
la probabilité(1 — p).

2. Les duels successifs :

(@) Pourn > 2, I'épreuveE,, si elle a lieu, ne depend de celles qui I'on précédées que
par le numéro du joueur opposda(celui qui a remporté le duel précédent).

(b) La probabilité poud, de remporter ce duel (le résultat apest €gale §n, 0U (Pk) 2
est une suite d’éléments @& 1], le joueur qui lui est opposé étant vainqueur avec une
probabilité 1— pp.

On admettra par ailleurs que, pour toute syilg) ..y d’événements disjoints et dont la réunion
est de probabilité 1, il existe une variable aléatdira valeurs dand vérifiant :

Vne N,P[X =n| =P(4y)
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2 Préliminaires.

On se propose ici de démontrer divers résultats qui pourront étre utilisés dans la suite du prob-
leme.

2.1 Resultat 1.
(Xn)nen €t (Yn)nery SONt deux suites a termes positifs verifiant :

X ~
n Nn—-o0 yn

1. Justifier, pour tout strictement positif, I'existence d’un entier naturel non ngitel que pour
toutn supérieur ou égal & on ait :

n n np—1 n
D %= D Yk S| Y (—Yi)|[+E Y X
k=0 k=0 k=0 k=no
2. En déduire que, si la série de terme géngyaist divergente, on a :
n n
Xg ~ Yk
kZO e kZO

2.2 Résultat 2.

1. (Un),cy €St une suite a termes positifs telle que la série de terme gépéait convergente.
1.a. Montrer qu’on définit une suite de réels par la relation :

+0o0
VYneN,v, = z Uy
k=n+1
Quelle est la nature de cette suite ?
1.b. Justifier pour tout entier naturehon nul :
n n—1
Z kKuc = Z Vi — NV
K=1 k=0

1.c. Montrer que si la série de terme généyabst convergente, alors la série de terme général
nu, est convergente.

1.d. Montrer que si la série de terme génénal est convergente alors la suite de terme général
nv,, converge vers 0.

Indication : On pourra éventuellement, apres I'avoir justifiée, utiliser la relation :

vne N*,Vn_l = Z (Vk,1 — Vk)
k>n

pour majorer I'expressionv,_1, lorsquen est un entier naturel non nul.
1.e. En déduire que les séries de termes généraux respeptidsv, sont simultanément con-
vergentes et de méme somme.
2. Dans cette questiors désigne une variable aléatoire définie sur un espace de probabilité
(Q, 4,P) prenant ses valeurs dalis Déduire de ce qui précéde qu’elle admet une espérance si
et seulement si la série de terme gén&fxl > n| est convergente et qu’on a alors I'égalité :

E[X] = ip[x >



2.3 Résultat 3.

(an)ney €St une suite a termes positifs telle que la série enféagx” admette un rayon de
convergenc® strictement positif. On note :

VX€]-RRf(X) =} anx’

n>0

1. Montrer quef (x) admet une limite finie lorsquetend versR sur[0, R[ si et seulement i est

majorée sufo, R].

On suppose dans la suite de cette partie que I'une de ces conditions équivalentes est réalisée et
on noteL la limite.

2.a. Montrer que, pour toutentier naturel :

i aR <L
P

2.b. En déduire que la série de terme génayRl' est convergente.
2.c. Montrer que la série entiére est normalement convergente BUR]. En déduire que :

ZoanR”: lim f(x)

Xx—R~

3 Premiere modélisation : le cas particulieN = 2.

Dans cette section on observe la suite des numéros des différents vainqueurs successifs. L'univers
des possibles est alors I'ensemble des listes (éventuellement infinies) représentant les numeéros
des joueurs vainqueurs aux différents combats. Ai6i2, 3,3) représentera un jeu de 4 com-
bats remportés successivement{ad,, J3 etJs qui est alors déclaré gagnant du tournoi, ce qui
met fin a celui-ci. On not®,, pourn au moins égal a 2, 'événemenk: le jeu s’arréte a l'issue
dun-iéme dueb>.
1.a. ExpliciterD, a I'aide de la modélisation proposée.
1.b. Plus généralement, expliciter 1 lorsquen est un entier au moins égal a 2.
2. Dans cette question on suppose que, pourrteu®, p, est eégal &p.
2.a. CalculeP(Dy) pourn supérieur ou égal a 2. Vérifier qu¢,~,Dn est un événement de
probabilité 1. Interpréter ce résultat. -
2.b. On peut alors considérer une variable aléaibiégale au nombre de duels qui ont effective-
ment eu lieu lorsque le jeu s’arréte. Calculer, apres avoir justifié leurs existences, son espérance
et sa variance.
3. Onrevient au cas général ou, pour toati moins égal & 2y; est un réel élément d6,1[. On
pose pour touh au moins égal a 2 :
n
Bn= rL Pi
1=

Exprimer, poum au moins égal a 2y, P(Dy) en fonction de la suitéf),-,. En déduire que
Un>2Dn est un événement de probabilité 1 si et seulemefy sénd vers 0 lorsqua tend vers
Pinfini.
Lorsque cette condition est vérifiee on définfraaomme a la question 2.b. et on posera, pour
n>2:

Un = Bn—Bni1
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Jusqu’a la fin de cette section 3. on suppose qu’il existe urarstlctement positif tel que, pour
touti au moins égal a 2, I'égalité suivante soit vérifiée :

1
pizl—i—a

4. Donner une condition nécessaire et suffisantexspour quel J,~, Dn soit un événement de
probabilité 1.

Indication : on pourra s’intéresser a la suite de terme généta(y).

5. Dans cette question,est égal a 1. Donner une loi de T admet-elle une espérance ?

6. Dans cette question on suppose< @ < 1.

6.a. Justifier I'équivalence lorsqueend vers l'infini :

n

01
k;(—ln(pk)) ~ k;k—a

6.b. Aprés avoir justifié pour tout entikrau moins égal a 2 I'inégalité :
- </k 1dx< !
kK = Jkeax@ T (k—1)°

démontrer I'équivalence lorsquretend vers l'infini :

n 1 nl—G
kZZK_a T 1-a

6.c. En déduire que, pour toatréel strictement positif, la suite de terme générahto,) tend
vers—co puis que la série de terme génémaj, est convergente.
Que peut-on en conclure pour I'espérancd d&

4 Deuxieme modeélisation : le cas ou les probabilités sont con-
stantes.

Dans cette section et jusqu’a la fin du probleMesst un entier supérieur ou égal a 3 et on
suppose, pour toutsupérieur ou égal a 2p, = p. On noterag=1—p.

Pour toutn entier naturel, on notA, I'événementle joueurJ, participe a au moins un dugl
etG, I'événemenk le joueurd, est vainqueur du tourngsk.

4.1 Cas particulier:N=3etp=1/2.

1. Montrer que :
1
¥n € N,P(Gn) = SP(An)
2. Montrer que les événemems, A;, Ao et Az sont des événements certains.
3.a. Dans cette questionest un entier supérieur ou égal a 4. On introduit les événerignts
< le n-ieme duel a lieu et oppodg et J,_ >>. Montrer que la probabilité d&, « est nulle sk
est différent de 1 ou de 2.

En déduire alors pour> 4 :
1 1
P(An) = 5P(An-1) + 7P(An-2)
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3.b. On désigne par etra (r1 < rp) les deux racines de I'équation :

1 1
2~y _ =
r 2r 2
Vérifier que, poun>2,0na:
4
P(An) = —=[r5—rf
() \/5[2 1]

3.c. En déduire que la probabilité que le jeu s’arréte est égale a 1. On pourra alors considérer
une variable aléatoiré egale au nombre de duels qui ont effectivement eu lieu lorsque le jeu
s'arréte.
Calculer :P[T = 3|.
Montrer que, poun >4 :
P[T =n| = P[Gn_2]
En déduire une expression BET = n| pourn > 4 puis I'espérance dE€.
Indication : Pour 4.1.3.b. et 4.1.3.c. il pourra étre intéressant de mener formellement dans

un premier temps les calculs en fonctionrdeet der; et d’utiliser ensuite leur somme et leur
produit.

4.2 Etude du cas général.

On revient au cas généralN. > 3 et p est élément d@, 1[. On posera de plus, pour touentier
naturel :

an = P(An) etgn = P(Gp)

1.a. Calculegp. Que vauy pour 0O< k<N ?
1.b. Montrer que la série de terme généyakst convergente.
1.c. Justifier, pour tout non nul, la relation :

gn=p(1—p)" 'ay
En déduire que la série de terme généradst convergente. On posera :

SzZan
n>1

2.a. En considérant a nouveau les événemepisdéfinis dans la partie précedente, justifier,
pour n strictement supérieurld, la relation :

N—1
k—1
an= ) P(1-p)" “an—k
K=1
Exprimeran_1 en fonction dep et deN.
2.b. En sommant les égalités précédentes, montrer I'égalité :

(1-pN's= % an— NfNi: p(1—p)* "an-i
n=1 k=1 i=

En utilisant une interversion d’indice dans la somme double, puis la question 1.a. c8lculer
En déduire la somme de la série de terme gérmggraduis que la probabilité que le jeu se termine
est égale a 1.



3. On noteral une variable aléatoire égale au nombre de duels ayant eu lieu jusqu’a I'arrét du
jeu.

3.a. Exprimen, etg, en fonction deT.

3.b. En utilisant le résultat 2 des préliminaires montrer Guedmet une espérance et donner
I'expression de&e[T| en fonction dep et deN. Retrouver le résultat relatif &[T] de la question
4.1.3.c.

La formule obtenue vaut aussi pddr= 2 ; retrouver ainsi le résultat de la question 3.2.b.
Déterminer I'espérance depourN quelconque ep =1/2.

3.c. Démontrer, poun > N+1 :

(R) @ —ans1 = p(1— P an-ns1

5 Comportement asymptotique de la loi deT .

5.1 Unlemme.

Démontrer que, pour tout entier natureion nul et toute familléz, ...,z ) de complexes non
nuls, I'égalité :

r r
L = Z
2% 4™

n’est réalisée que lorsque :

VkeN,(2<k<r)= (3 €]0, +o[, 7= A\cz1)

5.2 Etude d’'une fonction associée &.

1. Montrer qu’on peut définir une fonctidp par :

vx e [-1,1],Q(x) = EOP[T > n)x"

n>

Vérifier qu’elle est continue sur-1,1] et dérivable suf—1,1].
2. En utilisant la relatior{® ) et en s’inspirant des techniques de calcul mises en oeuvre a la
question 2.b. de la section 4.2, demontrer, pour xalg [—1,1|, la formule :

(1—x+ P p>>N) Qx) =1— (x(1—p)"

1-p
3. Vérifier que les deux polynémes :
1= X o (X1 ) et 1 (x(1-p)"

admettent dan€ une seule racine commune et que celle-ci est simple et réelle. En déduire la
relation :

1 "t k-1 .k
Q) =17 ~ g VecB) = 3 plL—pf'x



5.3 Etude des racines d8.

1. Etudier les variations d8 surR™*. CalculerB(1). En déduire qu® admet une unique racine
réelle positivepy élément del, +| et que cette racine est simple.

2. En utilisant le lemme, montrer que les racines complexel sient de module strictement
supérieur py.

3. D’apreés ce qui précéde, les pdlesQ@isont en particulier de module strictement supérieur a 1.
Aurait-on pu prévoir directement ce résultat ?

5.4 Recherche d’équivalent.

On note{z,...,zy} les racines d& dansC de multiplicités respectives;.
1. Justifier I'existence d’une famille de complexes non nuls telle que, pour tout congiiexe
module inférieur ou égal a 1 on ait :

1 m Yk )\ks
B~ &z
2. Dans cette questiaetk sont fixés ez désigne un complexe de module inférieur ou égal a 1.
2.a. Justifier I'égalité :

1 . 2
(Zk — Z)S = n;Cn+s—1Z{2_Jrs

2.b. En déduire, pour tout k, I'existence d’un polynoReale degrée inférieur ou égahg — 1 tel
que :

2.c. En déduire une expressionag pourn> 1.
3.a. Montrer, a I'aide des questions précédentes, I'existence d’uK tééfju’on ait :

K

an+1 e —pNn

3.b. Donner une expression Been fonction dep, B et py. En déduire un équivalent a l'infini
deP[T =n|.



